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(Z. Naturforschg. 22 a, 1342—1347 [1967] ; eingegangen am 31. Mai 1967)

Herrn Professor Dr. PascuaL Jorpax zum 65. Geburtstag gewidmet

Fiir einen ausgedehnten, mit Hilfe der relativistischen Hydrodynamik beschriebenen materiellen
Korper werden hinreichende Bedingungen dafiir angegeben, daf3 seine Trigheitsbewegung im vol-
len Schwerefeld einer (im Sinne Einsteixs) gravisch nicht-trivialen Welt streng geoditisch ist. Vor-
liegende Untersuchung beschriankt sich dabei auf recht spezielle Gravitationsfelder, die durch oben-

genannte Bedingungen indirekt festgelegt sind.

§1.

Im Rahmen der klassischen Physik macht Eix-
sTEINs Gravitationstheorie insofern eine bemerkens-
werte Ausnahme, als sie den Zusammenhang in dem
zur Beschreibung physikalischer Vorgiange benutz-
ten Tangentenbiindel nicht a priori festlegt, sondern
ihn experimentell bestimmen will 1. Als Briicke zwi-
schen Geometrie und Messung dient neben den Feld-
gleichungen R, —% R g,y =Tu 2 das Postulat, daB
die Bewegung von Probekérpern ,unter alleiniger
Einwirkung der Trégheit und Gravitation® durch
die Geodatischen des gesuchten (metrischen) Zusam-
menhangs beschrieben sei ®. Hieraus erklirt sich das
aullergewohnliche und anhaltende Interesse der ma-
thematischen Physik am Studium der Bewegung
materieller Korper gerade in dieser Theorie; stellt
es sich doch bald heraus, dal die Prazisierung des
obigen Postulats im Rahmen der fertigen Theorie
aullergewohnliche Schwierigkeiten macht. Zunichst
wurden sie umgangen, indem physikalisch gerecht-
fertigte Naherungsverfahren bei der Behandlung des
Bewegungsproblems benutzt wurden, in deren Rah-
men Probekorper und ,,Geoddsie der Bewegung®
definierbar waren — im Hinblick auf Fragen der
Kosmologie am interestantesten ist dabei das Studium
des Vielteilchenproblems am groben Modell zeit-

1 Eine konsequente Weiterfilhrung dieses Gedankens unter
Einbeziehung der MaxweLr-Theorie versuchte P. Jorpax,
Schwerkraft und Weltall, Vieweg, Braunschweig 1955.

2 Der Materieanteil T@0 wird hier als gemessene Grofle auf-

gefalit.

A. EinsteN, Ann. Phys. 49, 769 [1916].

H. MiLLer zum Hacen, Commun. Math. Phys. 3, 292 [1966].

M.Triimrer, A New Characterisation of Friepmanns Cosmo-

logical Models, Preprint Hamburg 1961; J. Math. Phys. 6,

4, 584 [1965].

8 A. Pararerrou, Proc. Roy. Soc. London A 209, 284 [1951].
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artiger Kongruenzen im Vakuum (z. B. #5). Da
aber schon die Naherungsmethoden zeigen, daf} iiber
die Feldgleichungen die innere Beschaffenheit der
Koérper Einflu auf die Bewegung nimmt, wird man
schnell gezwungen, den Punktteilchenbegriff zu mo-
difizieren, ihn im Grunde sogar aufzugeben. Erste-
res ist in dem Verfahren von PapaperrOU® durch
die Einfiihrung von Multipolmomenten — Tensor-
feldern entlang der Trajektorie des immer noch
punktférmigen Teilchens — geschehen. Dabei aber
stellt sich heraus, dafl die Teilchenbahn nur dann
festgelegt ist, wenn die Momente nicht véllig unab-
héngig voneinander gewahlt werden. Es war Dixon 7,
der klar herausstellte, daf} die Wahl der benétigten
Bedingungsgleichung, P,S” =0, eng mit dem Be-
griff der Schwerelinie einer rdumlich ausgedehnten
Materieverteilung zusammenhingt, es somit unver-
meidbar wird, das Punktteilchen durch einen ausge-
dehnten ,,Materieschlauch® zu ersetzen 8, der seiner-
seits eine zeitartige Kurve eindeutig festlegen soll.
Unter geeigneten Voraussetzungen wird es in der
Tat moglich, einer rdumlich ausgedehnten Materie-
verteilung unter Einbeziehung der Feldgleichungen
eine solche Schwerelinie zuzuordnen!®!l. Thren
raumzeitlichen Verlauf nennen wir dann die Bewe-
gung der Materieverteilung. Ist damit schlieBlich
dem Einsteinschen Postulat in seinem zweiten Teil

7 G. Dixon, Nuovo Cimento (X) 34, 317 [1964]; Thesis

Churchill University, Cambridge, England 1965.

Untersuchungen von Taus? zeigen, dafl die Einfiihrung

distributionswertiger 79 — deren mathematische Stel-

lung innerhalb der Gravitationstheorie vollkommen unge-

klart ist — die von Dixon aufgedeckten Schwierigkeiten

nicht 16st.

9 A. H. Taus, J. Math. Phys. 5, 1, 112 [1964] ; Atti del Co-
vegno Rel. Gen., Florenz, Sept. 1964.

10 W. BricLeock, Commun. Math. Phys. 5, 106 [1967].

11 Tatsachlich gibt es dafiir mehrere indquivalente Moglich-
keiten, die in der flachen Welt zusammenfallen.
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BEWEGUNG AUSGEDEHNTER OBJEKTE IN DER GRAVITATIONSTHEORIE

eine genaue Bedeutung unterlegt, so bekommt die
fiir die physikalische Mebarkeit der Theorie wich-
tige Frage einen Sinn: Gibt es Materieverteilungen
T.,, deren Schwerelinie eine Geodatische in dem
durch die Feldgleichungen festgelegten metrischen
Zusammenhang ist? Die vorliegende Arbeit soll
einen Beitrag zu ihrer Beantwortung liefern.

§2.

In diesem Abschnitt stellen wir das Wichtigste
iiber die Schwerelinie S zusammen, wobei wir die
in 1 angegebenen Voraussetzungen auch hier als
giiltig betrachten, ohne sie nochmals zu wiederholen;
dies rechtfertigt sich dadurch, da alle bisher be-
kannten astronomischen Objekte und die von ihnen
erzeugten Gravitationsfelder sie erfiillen.

Sei €® ein zeitartiger Einheitsvektor in z%(s) € S,
dann bezeichne I';(u, v, w) die durch u, v, w para-
metrisierte, von den in 2%(s) orthogonal zu e® aus-
laufenden Geodaitischen erzeugte Schnittfliche durch
die Weltrohre T (= Tréager von Ty;); ihr Volum-

element ist
- Qb Jzc Qxd
dxa = Nabed 317 —a;* 'a% du dv dw.

Versteht man unter [ %7 dr,* das Integral in
I,

z%(s) iiber alle von & € I', nach z%(s) entlang der

Geodaitischen ¢(z, &) parallelverschobenen Tensoren

t9b--7 (£) dz,*, dann definiert

e?— e, [ T day*
re

eine differenzierbare Abbildung des Einheitsmassen-
hyperboloids in z%(s) nach R*, die genau in
e?=u%(s) ihr Minimum annimmt. s— u%(s) ist
differenzierbar und heit das Minimalvektorfeld auf
S; mit I'y = I's heiit

M (s) = u,(s) [ T® dzp* (1)
Iy

die Gesamtruhmasse des Systems 7% und
Pe(s) = [ T dzy* 2)
sein Gesamtimpuls.
Die Definition von u? als Minimum von
e*— e g D" (e)
D,%(e) = [ T dx,*

Te

mit

1343

unter der Nebenbedingung e®e,=1 liefert:
P?—Jut+ Suy (3D,%/3¢€) (u) g% =0. (3)
d,i

Da @,% nur von der Richtung von e% nicht aber
von dessen Betrag abhéngt, gilt:

u®d®P,%/3e=0,

woraus dann aber folgt:

A=u,P'=M, (4)
und im dritten Sumanden von (3) konnen wir g%
durch A% = — g%+ uu’ ersetzen.

Fir das Folgende nehmen wir an, dal es eine
wenigstens dreimal differenzierbare, zeitartige Kur-
venkongruenz in T gibt, die eine 1—1-Abbildung
der I'-Schnitte untereinander vermittelt; (Bezeich-
nung: v-Linien).

Falls die Geodatische ¢ (z, &) senkrecht zu u®(s)
lokal beschrieben ist durch
x%(s) +‘r§“+o(12) mit ~E“§,= -1,

dann setzen wir  £%=| g(z, &) | SN" .

Wir beachten, daB die Integrale mittels Par-

allelverschiebung erkldrt sind und verstehen unter

(1),... den Parallelverschiebungsoperator entlang
der Strecke 1,... in Abb. 1. Der bekannte Zusam-

a a £ A

v-Linie

Abb. 1.

menhang zwischen Parallelverschiebung und RiE-

MANN-Tensor liefert:
a(@_—,;a(u) = lim ___1_

Qea e—u (eq—ud) aq

{[(3) 0 [(2) 0T dz,* (&)~ T dzy* (&)
+[ ()71 T® dy* (&) [Rme 2™} (5)

mit £, €Iy, &,€I,. Das Integral iiber den Rie
MaNN-Tensor ist dabei iiber die Parallelverschiebung
von 7 nach z entlang der verbindenden Geodatischen
erklirt. Der Integrationsbereich ist ein in T liegen-
des, von ¢(z,&,), g(x,&,) und dem v-Linienstiick
v(&,, &) begrenztes Flachenstiick, dessen Wahl an-
sonsten beliebig ist. a® ist der zum Koordinaten-
index a gehorende Einheitsvektor in dem orthonor-
mierten Tetrad (u? a%),_1,2.3, u®=0,% Das Aus-
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fithren des Grenziibergangs fiihrt dann zu:

aqs,a(u) /5”(T“nc )iigvtdV

+2[Trs [f £ (1) R psq v t€ dv]dx®,  (6)
wobei die Geoditische ¢ (z, &) durch z%(7) beschrie-
ben und ¢* = 92%/J7 ihr Tangentenvektor ist, v* ist
der Tangentenvektor an die v-Linie, n® der mit
V — g (&) multiplizierte Normalenvektor zu I', in &,
R%esg =% 1ca” Ro%e; -

Mit dem durch (3), (6) gelieferten Minimalvek-
torfeld 148t sich die Schwerelinie kennzeichnen durch:

1 .
2(s) = g () [T ()

u

Diese Gleichung stimmt formal mit der klassischen
Schwerpunktsdefinition iiberein, macht hier aber nur
unter Einbeziehung der Metrik ¢4, bei Giiltigkeit
des vollen Feldgleichungssystems Sinn.

In 19 ist gezeigt: Zu dem Gleichungspaar (3)
— mit (2), (4), (6) — und (7) — mit (1)
gibt es Losungspaare [2% u?(z)] 12; die Menge der
ersten Komponenten dieser Paare — einfach als
Punktmenge der Mannigfaltigkeit aufgefalt — bil-
det eine stetige, zeitartige Kurve in der geodétisch
konvexen Hiille von T; Bezeichnung: Schwerelinie
von T?. In dieser Arbeit nehmen wir an, da} diese
Kurve sogar geniigend oft differenzierbar ist; dann
kann man sie durch die Eigenzeit s parametrisieren,

d.h. s%=dz%(s)/ds, s%s,=1.

Um den Tangentenvektor zu berechnen, ersetzen
wir zunidchst die Parametrisierung der wv-Linien
durch den Eigenzeitparameter auf der Schwerelinie,
indem wir als Kurvengleichung nunmehr s — I'y N
(v-Linie) ansetzen. Da die Schwerelinie differenzier-
bare Kurve, u?(s) ein differenzierbares Vektorfeld
ist, ist die v-Kongruenz weiterhin differenzierbar be-
schrieben. War urspriinglich die Schar beschrieben
durch (&,5"), dann ist s'=s(&s) und mit

12 Dje Losungen sind Punkte p des Tangentenbiindels iiber
V4 mit Standardfaser M* und Projektion sz, die wir hier
lokal durch obiges Paar beschreiben; die Schwerelinie ist
dann {7 (p)}.

13 Im Falle der von Dixox 7: 14 vorgeschlagenen Schwerelinie
bedeutet das, daBl der Gesamtimpuls P2 und der Gesamt-
drehimpuls S¢? die Bewegung bereits festlegen.
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A(&,s) =ds’/ds auch

V(& 5) =A(&5) (5,5 (). (8)
Mit Hilfe der v"-Kongruenz berechnet sich der Tan-

gentenvektor zu

M(s) s(s) = d,"’ /5aTrsdx*

(9)
+ ur(s){rf (Lo &9 T” de,* +rf gL, (T n,) dV}.

Hierin beschreibt L,s die Lie-Ableitung in »"-Rich-
tung. Zu beachten ist, daB} &% entlang der Schwere-
linie definierte Vektoren sind, so daf} ihre Lie-Ablei-
tung nur dort berechnet zu werden braucht. Der
Ausdruck (9) ladBt sich ohne allzu grofle Miihe in
einem mitgefithrten Normalkordinatensystem mit
u’(s) = 0y und 2%(s) = 0 fiir die Schwerelinie er-
rechnen.

Zu (9) ist zu bemerken, da} die rechte Seite durch
die Kenntnis des u?(s)-Feldes auf der Schwerelinie
eindeutig festgelegt ist bei gegebenem ¢,; und Tgp;
damit ist wegen des weiter oben zitierten Resultats
bei gegebener Metrik die Bewegung des ausgedehn-
ten Objekts allein durch seinen Energieimpulstensor
bestimmt 13, Es ist daher fiir unsere eingangs ge-
stellte Frage zweckmdflig, letzteren genauer zu stu-
dieren.

§3.

Da EinsteIns Theorie davon ausgeht, da} in einer
hinreichend kleinen Umgebung die Spezielle Rela-
tivitdtstheorie gelten soll, ist der in der relativisti-
schen Hydrodynamik (z.B.!5) benutzte Energie-
Impulstensor

Te = 0 v® v 4 2 %) 4 (10)

als eine der Messung zugingliche Grofe interpre-
tierbar. Dazu muBl man unter dem Tangentenfeld v?
an die v-Kongruenz die barzyentrische 4-Geschwindig-
keit der Substratelemente verstehen 16, in deren Ruh-
system dann die lokale Energiedichte 0, der Konvek-

14 G. Dixon, On the Description of Extended Bodies by Multi-
pole Moments, Preprint, Churchill University, Cambridge,
England, Februar 1967.

15 J. Eniers, Akad. Wiss. Lit. Mainz, Abhandl. Math.-Nat. KI.
11, 791 [1961].

16 Unter den iiblichen Annahmen der Hydrodynamik fiir die
winfinitesimalen Gebiete“ ist das mit Hilfe des in § 2 Ge-
sagten innerhalb der Gravitationstheorie eine konsistente
Bildung.
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tionsstrom ¢* (¢®v,=0) und der Drucktensor «® Bekanntlich kann man bei gegebener Metrik ¢,
(7% vy =0, 7l = 0) MeBgroBen im Sinne der Spe-  die v-Kongruenz auch durch die ,kinematischen Gro-
ziellen Relativititstheorie sind. Wir werden uns der gq« Wap s Oap s O, vy (siehe dazu z. B. 15) beschrei-
Einfachheit halber auf einen rein hydrostatischen
Druckanteil 7% =ph®, h%®=_g®?{p%0® be- .
schrinken. Vgllp = Wqap + Oap — ] hap +vgv5 . (11)

ben; dies auf Grund der Zerlegung:

Ebenso kann man mit Hilfe der aus (11) gefolgerten Beziehung

3 Raave v = Vallpe] = Dappllc] + Gaipllc] — 3 Rap O + 3 O (@a1c+ Oaic — 3 O hare +vav(c) vy
—3 O v, (0pe — v V1) + Vallp Vel + Vo (@pe +vpvey))  (12)

und der aus (10) und den Feldgleichungen stammenden Relation ¢®=h® R;.v° den Konvektionsanteil
durch die kinematischen Groflen allein ausdriicken:

¢* = 0%, — 0%, — h% O, — 0% v, + W v, (13)
(0 und 7% enthalten noch Differentialausdriicke zweiter Ordnung in ¢, lassen sich aber &hnlich um-

schreiben).
Aus (10) folgt die auf Grund der Feldgleichungen giiltige Bilanzgleichung (4 H=0+p):

0=Tb),= (0v%) " +p1p h?+4 u O v+ ¢+ @¥p v® +po°. (14)

Uberschieben wir sie mit v, und nutzen (13) aus, dann erhalten wir die Bilanz fiir die lokale Energie-
dichte entlang der Kongruenz

Q: a (0% — %) i —4du @_oacvav — 0%||gc + 0® ”ac'*‘@@‘l'[vc(oac"wu)]”a (15)
Wir werden noch als niitzliche Formel brauchen: (¢* beliebig!)
R%pec Pof= ﬂarel{6 Mt vy — (qre hf]d + vdll[e/]) td} s (16)

in der wir uns den letzten Summanden iiber (12) noch durch kinematische GroBen ausgedriickt denken
konnen. Um die Formel zu erhalten, errechne man den dualschiefsymmetrischen Anteil des Riemann-Ten-
sors 17
Eopea= —‘gabs[cssd] (gabcdzga[cgd]b 9 Saszab—‘iTgab)

mit Hilfe von (10) und setze das in Rgspeq v? = (Raperq + 2 Egperq) v ein.

Wir werden die hier aufgezeigten lokalen Eigenschaften der Materie dazu benutzen, um damit wenig-
stens in einigen speziellen Fillen iiber die in § 2 gegebenen Beziehungen iiber die Bewegung der ausge-
dehnten Materie als Ganzes etwas zu sagen.

§4.

Die Uberlegungen der beiden vorhergehenden Paragraphen liefern auf der Schwerelinie S die vier ver-
schiedenen Vektorfelder u? P? s® und v?% die unter den allgemeinsten Bedingungen weder zusammenfal-
len, noch untereinander durch eine einfache Beziehung verbunden sind. Wollen wir daher aus der lokalen
Kenntnis der Materie auf ihre Schwerpunktsbewegung schliefen, sind wir zu einschrinkenden Annahmen
gezwungen — dies aber auch schon aus rechnerischen Griinden. Da wir aber zunichst nur auf die Existenz
geoditisch bewegter Objekte abzielen, ist eine Einschriankung gerechtfertigt. Wir fordern zunichst:

(I)  Auf der Schwerelinie soll v*(z(s))=u%(s) sein.
(II) Die Schnitte Iy seien Orthogonalflichen zur Kongruenz zu v®.

Aus der letzten Bedingung folgt @ =0 auf Grund der Existenz von Orthogonalflichen (z.B.%), anderer-
seits muB mit dem Vektorfeld ¢ aus (6) gelten: d/dz- (v?¢,) =0, was impliziert: @ =0, 6,,2°°=0.

17 P. Jorpay, J. EnLers u. W. Kuxor, Akad. Wiss. Lit. Mainz, Abhandl. Math.-K1. 2, 21 [1960].
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AuBerdem gilt fiir die in § 2 gemachte Parametertransformation s'=s und damit v=1v% in (9). Wir
verschirfen (II) noch zur Annahme einer starren, wirbelfreien Kongruenz:

(Il1) 6=0.

Als Folge dieser weiteren Annahme wird ¢%=0 wegen (13) und é: 0 wegen (15).
Jetzt ergibt sich aus (3), (4), (6) mit (12), (14), (16):

P“—Mv"=vdrfvdV {&%(pph?® + p v%) +2.gv’zf€§“(1) 7,26 u it vy +td(1;d|1[evf1 +1'1d1.;[ev,])] dr}. 17)
Aus (9) ergibt sich mit L, & =v*— 0%, £ und (7):
Mst= by [s000 V4 Mom (18)
Iy
Differenzieren von (1), (9) liefert noch: dﬂ:]ls(s) = d’;’ f.g v dvV, (19)
Iy
My = (vt o B by [rou W)+ S5 by [ av+2 (Y F_[@ v dv) o, (20)
v r, v

Diese Formeln zeigen, dafl im allgemeinen nicht
einmal die Schwerelinie einer starren Kongruenz
eine Geodatische ist. Wir untersuchen daher weitere
Spezialfalle:

(IVa) Der von & nach z entlang g(z, &) parallel-

verschobene Vektor v%(£) ist zu v?(x) kollinear.
Dann ist P*=M v*=M 5% dM/ds = 0 und ds?/ds =0,
d. h. die Bewegung ist geodatisch.

Offenbar ist diese Einschrankung aber zu stark,
da sie nur in der flachen Welt realisierbar 18 10 jst,
wo die Schwerelinie einer beliebigen Materievertei-
lung bei fehlenden dufleren Kraften Geodatische ist.
Wir versuchen daher:

(IVb) Der Schwerpunkt soll mit dem Bewegungs-

zentrum 10 zusamenfallen, d. h. hier: P*=M v*.
Diese Bedingung scheint nach (17) bei verninfti-
gen Zustandsgleichungen nur dann erfiillbar zu sein,
wenn die Integranden ,,ohne &-Anteil“ von (17) be-
ziiglich des Schwerpunkts symmetrisch sind 1%, Aus
(IVDb) laBt sich folgern:

dM/ds=0, (18)
dse d2ps
M= i her [E00v V.
r,
Fiir Geodasie brauchen wir noch eine weitere Zu-
satzforderung:
(Va)

ho[E0v" dV =0.
ry,

18 Sje ist in einem Niherungsverfahren, das das Gravitations-
feld als praktisch konstant iiber den Probekorper annimmt,
realisiert.

Dann ist die Behauptung durch Inspektion der For-
meln klar. Auflerdem impliziert (V a), dafl der Ge-
samtdrehimpuls verschwindet, wonach unser Ergeb-
nis mit dem aus Naherungsmethoden bekannten
iibereinstimmt: Monopolteilchen bewegen sich geo-
datisch.

Wir konnen diese letzte Bedingung noch etwas
abschwichen zu:

(Vb) Die Schwerelinie sei eine Stromlinie, d. h.

vles? =0,
Dann liefert namlich (18) mit p% Erf oy dV:

v

d [dos
i (@ o) =0
dovs \2 dos dor
— 2 ar 9vr ar
(ds> urp” ds U ds
dvs | dprr  ds
+ ds hr ds ds? her P73

hier verschwindet der erste Summand wegen (7) in
dem an 2%(s) angehefteten Riemann-Normalkoordi-
natensystem und damit als Tensorgleichung iiberall,
der zweite verschwindet wegen der Normiertheit von

v? und der dritte wegen 0=0.

Danach hat eine (I) — (III), (IVb), (Vb) er-
filllende Materieverteilung eine geodatische Schwer-
punktsbewegung; ihre Schwerelinie ist eine Strom-
linie, auf der wegen (14) der rdumliche Druckgra-
dient verschwindet. Nimmt man monotone Druck-

19 Beachte, daB in den Integranden auf Grund der Parallel-
verschiebung das volle Gravitationsfeld eingeht. Die Sym-
metrieforderung ist so stark, dafl sie auch (I) ersetzen
konnte.
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verteilung an, dann ist die Schwerelinie auch Kurve
mit maximalem Druck. Taomas 2? hat gezeigt, da}
in einer idealen Flissigkeit die Kurve mit maxima-
lem Druck eine Geodaitische ist.

Somit haben wir die eingangs gestellte Frage po-
sitiv beantworten konnen. Eine vollstandige Erfas-
sung aller sich geodatisch bewegender Objekte durch
Angabe ihrer lokalen Eigenschaften verlangt auch
die vollstandige Beriicksichtigung des Hintergrunds
somit faktisch die Losung der Feldgleichungen. Diese
Arbeit verfolgt aber noch als zweites Ziel, aufzuzei-

20 Y. Tuomas, Proc. Nat. Acad. Sci. U.S. 48,1567, 2063 [1962].
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gen, wie lokale Eigenschaften eines Objekts auf sein
Verhalten als Ganzes wirken. Der Nutzen einer sol-
chen Betrachtungsweise liegt darin, daf} es gelegent-
lich moglich sein sollte, einen Stern naherungsweise
hydrodynamisch zu beschreiben, womit dann die Be-
obachtung seiner Bewegung zu einem Test fiir die
Richtigkeit der versuchten Beschreibung wird. Ab-
schlieBend sei dazu bemerkt, daB} fiir eine starre
Kongruenz mit @ & 0 unter geeigneten Naherungs-
annahmen die Bewegungsgleichung des Dipolteil-
chens von PapapETROU nach der hier aufgezeigten
Methode errechnet werden kann.

Einsteinsche Feldgleichungen fiir das axialsymmetrische, stationire Gravitationsfeld
im Innern einer starr rotierenden idealen Fliissigkeit

Manrrep TrRUMPER

I. Institut fiir Theoretische Physik der Universitdit Hamburg

(Z. Naturforschg. 22 a, 1347—1351 [1967] ; eingegangen am 8. Juni 1967)

Herrn Professor Dr. PascuaL Jorpan zum 65. Geburtstag gewidmet

Die Emnstemsschen Gravitationsfeldgleichungen fiir das Innere einer starr und gleichformig rotie-
renden idealen Fliissigkeit werden aufgestellt und vereinfacht. Eine der Feldgleichungen kann so-
fort integriert werden. Die iibrigen bilden ein System von vier quasilinearen, partiellen Differential-
gleichungen 2. Ordnung fiir vier Funktionen von zwei Variablen.

Es ist der Zweck dieser Arbeit, iiber die jiingsten
Fortschritte auf dem Wege zur Beschreibung des
Gravitationsfeldes eines rotierenden Korpers zu be-
richten. Sie besteht aus zwei Teilen: Im einfithren-
den, ersten Teil wird eine Normalform des Linien-
elementes angegeben, im zweiten Teil werden die
Feldgleichungen aufgestellt, vereinfacht und disku-
tiert.

1. Normalform des Linienelementes

Zur Bestimmung des Gravitationsfeldes eines
axialsymmetrischen, starr und stationédr rotierenden
Korpers mufl man zwei Teilaufgaben 16sen: Erstens
mufl man das Linienelement vereinfachen, d. h. die
Zahl der Funktionen, die das Problem beschreiben,
so weit wie moglich verringern. Das erfolgt durch
Anpassung der Koordinaten an die geometrischen
Gegebenheiten. Zweitens miissen die Feldgleichun-
gen aufgestellt, untersucht und fiir geeignete Rand-
werte gelost werden.

Die Symmetrien des Problems, Stationaritat und
Axialsymmetrie, driicken sich dadurch aus, daf} die
Raumzeit eine 2-parametrige Isometriegruppe G,
besitzt. Man nimmt an, dal die Isometriegruppe
abelsch ist. Anschaulich bedeutet das folgendes: Der
Ereignispunkt P, in den ein Punkt P durch Opera-
tionen der Gruppe ibergefithrt wird, ist bereits
durch die Summe der Drehungen und die Summe
der Zeittranslationen bestimmt, hingt jedoch nicht
von der Anordnung der Einzeloperationen ab.

Da die Trajektorien der Gruppe zweidimensionale
Flichen bilden, kann man also Koordinaten 2°
(a=1,...,4) so einfithren, daB etwa die Koordi-
natenlinien von 2° und 2* in den Gruppentrajekto-
rien verlaufen.

Von entscheidender Bedeutung fiir weitere Ver-
einfachungen ist sodann die Frage, ob die Trajekto-
rien orthogonale 2-Flachen besitzen. Diese Frage ist
erst in letzter Zeit gekldrt worden. Pionierarbeit lei-
stete PapaPETROU !, als er bewies, daB das Ver-
schwinden des Riccr-Tensors hinreichend fiir die

1 A. PararetroU, Ann. Inst. Henri Poicaré A IV, No. 2, 83 [1966].



